Chapitre 30
Applications linéaires (partie B)
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Hypothese

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.
E estunK-e.v.; F et G sont des s.e.v. de £

1 Lanneau L(E)

On rappelle la propriété suivante :

| Théoréme 30.1 |

(L(E),+,0) est un anneau (non commutatif si £ # {0g}).

Remarque. En fait, on peut méme dire que (L(E),+,,0) est une K-algebre (non commutative si E # {Og}).
1l est fréquent d’utiliser la notation multiplicative pour 'anneau £(E) : la composée f o g sera alors notée fg, et
en particulier on notera f2 = fo f, etc. En particulier :
o fV:=idg
e Pourtoutn e N*, f":=fofo...of
N—_———

n fois
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e Pour toutn € N*, si f estinversible, f":=f lof lo.. .of!

n fois
e Pourtousn,m € Z: (") L= (f )" =f et 1= fofm.
Lorsque f : R — R, on note typiquement £ la fonction f x f, donc la fonction x — f(x) x f(x), par
exemple cos?, sin?, etc. Or, pour f € £(E), 'expression “f(x) x f(x)” n'a a priori aucun sens : f(x) est
un vecteur de E etlaloi x n’'est a priori pas définie sur E (c’est juste un e.v.). Ainsi, lorsque f € L(E),
il faut comprendre que f2 représente fo f etnon f x f.

Par ailleurs, pour tout f € £(E), les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f estbijective / un isomorphisme / un automorphisme
2. fadmet une application réciproque (dans E¥) : il existe g : E — E tel que go f = fog = idg
3. f estsymétrisable pour o dans £(E) :il existe g € L(E) telque go f = fog =1idg

Dans ce cas, on dira que f est inversible et on notera ! € L(FE) saréciproque.

Définition 30.2 — Groupe linéaire GL(E)

De maniere équivalente, GL(E) est donc I'’ensemble des applications inversibles de 'anneau L(E).

Théoréme 30.3 |

Lensemble GL(E) est un groupe pour la loi o.

Exemple 1. Soit f € L(E) tel que f> —2f — 3idg = 0. Montrer que f € GL(E) et déterminer f~'.

Théoréme 30.4 - Formules du binéme et ¢" — b" (version L(E))

Soit f,g € L(E).

fog=gof| = (f+8)"=) (Z) (f"og""‘) =) (Z)f”"‘g"

n—1 n—
fog=gof| = f"—g”Z(f—g)0[ (f"og”“)] =[Z
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2 Endomorphismes remarquables de £(FE)

2.1 Homothéties

| Théoreme 30.6 |

1
Aidg € GL(E) si et seulement si A # 0, et dans ce cas (Aidg) ' = IidE'

2.2 Projecteurs : définition, éléments caractéristiques

Rappel : si F' et G sont supplémentaires dans E, on sait que pour tout u € E, il existe un unique couple (ur,ug) €
F x Gtelque u = ur +ug.

Définition 30.7 — Projecteur

On suppose que E = F @ G. On définit le projecteur sur F' parallelement a G comme étant I'application :

p:E—E

U up (avecu = up +ug)

Les s.e.v. F et G sont appelés les éléments caractéristiques de p.

Remarque. Comme le montre la définition ci-dessus, p est entierement déterminé par le choix des s.e.v. F et G.
Cela justifie la dénomination “d’éléments caractéristiques” de p.
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Méthode - Eléments caractéristiques — projecteur

Connaissant F et G, on peut trouver I'expression de p(«) pour tout # € E en déterminant la décomposition
de uen ur + ug.

Exemple 2. Déterminer I'expression du projecteur p sur F' = {(x, y) € R? ly= 2x} parallelement a 'ensemble
G={(xy) € R?|y= —x}.En déduire p(0,1).

Exemple 3. o Lapplication nulle O£ est un projecteur sur {0g} parallelement a E.

o Lapplication identité idg est un projecteur sur E parallelement a {Og }.

Théoréme 30.8 |

On suppose que E = F @ G. Soit p le projecteur sur F parallelement a G.
1. pestlinéaire, i.e. p € L(E).
2. G=Kerp

3. F=Imp=|({ucE|pu)=u}

Remarque. Lensemble {u € E | p(u) = u} correspond exactement a Ker(p —idg) :
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Démonstration.

Méthode — Projecteur — Eléments caractéristiques

Pour trouver les éléments caractéristiques d'un projecteur p, il suffit donc de déterminer Ker p et Im p.
Pour Im p, il est plus facile en général de déterminer Ker(p — idg ), c’est-a-dire de résoudre p(u) = u.

1
Exemple 4. Soit p : M,,(K) — M, (K) 'application définie par p(A) = E(A +AT). On admet que p est un

projecteur (et donc est linéaire). Déterminer ses éléments caractéristiques. On notera 0, , la matrice nulle de

M (K)



Corollaire 30.9 |

Si p est un projecteur, alors ses éléments caractéristiques sont Im p et Ker p. Plus précisément, p est le
projecteur sur Im p parallelement a Ker p.
En particulier, £ = Im p & Ker p.

Deux pieges fréquents :

A 1. Sif € L(E), en général Im f et Ker f ne sont pas supplémentaires. Si E est de dimension finie, par
le théoréme du rang, on a certes dim E = dimIm f + dim Ker f, mais rien ne permet d’affirmer par
exemple que Ker f NIm f est réduit a {0 } ou que Ker f +Im f est égal a E. Contre-exemple :

2. Quand bien méme aurait-on E = Ker f & Im f, cela ne suffit pas pour en déduire que f est un
projecteur. Pour trouver un contre-exemple, on aura besoin de la caractérisation en section
suivante.

2.3 Caractérisation d’'un projecteur

Théoréme 30.10 |

Soit p € L(E). Alors p est un projecteur si et seulementsi po p = p.
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2 Cette caractérisation n’est valide que si p est ...............

Démonstration. Sens direct : on suppose que p est un projecteur. On note F et G ses éléments caractéristiques,

de sorte que p soit le projecteur sur F parallelementa G, avec E = F $ G.

Sens réciproque :

1.

G. Peltier 7/18



Applications linéaires (partie B)

Soit f € L(E) tel que E = Ker f @ Im f. Cela ne suffit pas a conclure que f est un projecteur. Contre-

c exemple :

2.4 Symétries : définition, éléments caractéristiques

Définition 30.11 - Symétrie

On suppose que E = F & G. On définit la symétrie par rapport a F parallelement a G comme étant
I'application

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
; s:E—E .
1 1
: U Up — UG "
: .
1 1
1 1
1 1

Les s.e.v. F et G sont appelés les éléments caractéristiques de la symétrie s.
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Remarque. Soit s la symétrie par rapport a F parallelement a G.
e Pourtoutu € F,onas(u)=...... Autrement dit s|p = ........

e Pourtoutu € G,onas(u)=...... Autrement dit s|g = ........

Méthode - Eléments caractéristiques — Symétrie

Connaissant F et G, on peut trouver I'expression de s(«) pour tout u € E en déterminant la décomposition
de uen ur +ug.

Exemple 5. Déterminer I'expression de la symétrie s par rapporta F = {(x, y,2) € R3 ly= z} parallelement a
G = Vect(0,0, 1). En déduire s(0, 1,0).
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Exemple 6. o Lapplication —idg est une symétrie par rapport a {Og } parallelement a £

o Lapplication idg est une symétrie par rapport a E parallelement a {Og }.

Théoréme 30.12 |

Soit F et G deux s.e.v. supplémentaires de E et s la symétrie par rapport a F parallelement a G. Alors :
e sestlinéaire, i.e.s € L(E).
o F={uckE|s(u)=u}
e G={ucE|s(u)=—u}

Remarque. En particulier, on a F = Ker(s —idg) et G = Ker(s+idg)

Corollaire 30.13 |

Toute symétrie s est une symétrie par rapport a Ker(s — idg ) et parallelement a Ker(s +idg).
En particulier, E = Ker(s — idg) & Ker(s + idg).

Pour une symétrie on a Ims = E et Kers = {Og }. On verra en effet plus loin que s est bijective... Les
Q images et noyau de s n’ont donc rien a voir avec les éléments caractéristiques de s.

2.5 Caractérisation d’'une symétrie

| Théoreme 30.14 |

Soits € L(E). Alors s est une symétrie si et seulement si sos = idg.

Cette caractérisation n'est valide que si s est ...............

trement, s est une symétrie si et seulement si s est une involution linéaire.

| Corollaire 30.15 |

Toute symétrie s est un automorphisme, et de plus sTl=s.

Preuve du Théoréme 30.14. Sens direct :



Sens réciproque : soit s € L(E) tel que sos = idg. On pose
F:=Ker(s—idg) ={u € E | s(u) = u}

G:=Ker(s+idg) ={u € E | s(u) = —u}

Montrons que F et G sont supplémentaires dans £, et que s est la
symétrie par rapport a F parallelement a G.

e Montrons que F NG = {0g}. Soitu € FNG. On a alors

{(sfidg)(u)zog {s(u)fu:OE {s(u):u
(s+idg)(u) = Of s(u)+u=0g 2u=0 L—L;

d’otiu = Og. Ainsi, F NG = {Og } (autre inclusion est évi-

dente).
e Montrons que F' + G = E. Soitu € E. On pose

up = % (u+s(u)) et uG = %(ufs(u))

Exemple 7. Montrer que I'application
s: R SR

On a bien str u = ur + ug. De plus, on remarque alors que

s(up) = % (st +2w)

1
=3 (s(u)+u) car s* = idg
=ur
donc ur € F. On peut montrer également que s(ug) = —ug,

doncug € G.Ainsi,u € F+G.D'ou F+G =E.

Enfin, montrons que s est la symétrie par rapport a F paral-
lelement a G. En effet, siu = ur +ug avecur € F etug € G,
on a par ce qui précede :

s(u) = s(up) +s(ug) = ur —ug

Donc s est bien la symétrie par rapport a F parallelement a
G.

|

(x,3,2) = (Bx+4z,—y,—2x - 32)

est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques.



3 Formes linéaires et hyperplans

3.1 Formes linéaires (dimension quelconque)

| Définition 30.16 — Forme linéaire I_

On appelle forme linéaire sur £ toute application linéaire de E dans K.

Lensemble des formes linéaires sur E, i.e. L(E,K), est noté| E * | Il est appelé espace dual de E.

En particulier, E* est un K-e.v.
Exemple 8. Lapplication
K* - K
(x,y) — 2x+3y
est une forme linéaire sur K2, i.e. un élément de (K?)*.
Exemple 9. Pour tout & € K, I'application P — P(a) est une forme linéaire sur K [X].

Remarque. Si ¢ € E*, alors ou bien ¢ = Og+, ou bien ¢ est surjective.

3.2 Formes linéaires (dimension finie)

Théoréme 30.17 |

Si E est de dimension finie, alors E* aussi et on a dimE* = dimE.
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Démonstration.
O

Par le Théoréme 29.15 du chapitre précédent, pour déterminer entierement une forme linéaire ¢, il suffit de
définir les valeurs des réels @(e1), @(ez), -+, @(ey).

| Définition30.18 | .
Soit (ey, - - - ,e,) une base de E. Pour tout i € [1,n], il existe une unique forme linéaire notée ¢; : E — K
qui vérifie :

1 sii=j
0 sii#j

La forme linéaire e; € E* est appelée forme coordonée d’indice i selon la base (e;)1<i<n-

¢i(ej) = 6ij = {

e}k est bien une forme linéaire (élément de E*) alors que e; est un vecteur de E.

n
Aqne. Siu= Z Ajej est un vecteur de E, alors pour tout i € [1,n],

j=1

=i (Eer) - Eaviten - s,
Jj=1 j=1 j=1

Autrement dit, e (u) renvoie la coordonnée de u selon le vecteur e;. D’oi1 le nom de forme linéaire coordonnée.

Exemple 10. Soit (e}, e;,e3) la base canonique de R3. Alors

ei:(myz)mx  ei(nn) =y iy

| Théoreme30.19 |

Soit (ey,- -+ ,e,) une base de E. Alors (e}, - - ,e,) est une base de E*, appelée base duale de (ey,- - ,ey).

Démonstration.
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En particulier, toute forme linéaire ¢ € E* peut s’écrire comme une combinaison linéaire des ¢; :
n
Vo eE* (A1, ) ER 9= A}
i=1

Exemple 11. Soit ¢ : R® — R la forme linéaire définie par @(x,y,z) = 2x+ 3y — 4z. Alors en notant (¢}, ¢5,¢}) la
base duale de la base canonique, on a
@ =2e] +3e; —4e

La base duale (e],- - - ,e;) dépend du choix de la base (e, ,e,). Chaque base sur E est associée a une

rn

Q (unique) base duale de E*.

3.3 Hyperplans vectoriels (dimension quelconque)

Définition 30.20 — Hyperplan

On appelle hyperplan (vectoriel) de E tout s.e.v. H de E qui peut s’écrire H = Ker ¢ avec ¢ une forme .
linéaire non nulle. E
Dans ce cas, on dit que ¢(u) = 0 est une équation de H. .

e Laforme linéaire ¢ n’est pas unique : si on pose ¥ = 2¢, alors on a aussi H = Ker ¥ bien que y # 0.

e En particulier, un méme hyperplan peut admettre plusieurs équations : I'équation ¢ (u) = 0 équivaut aussi
ay(u)=0.

1
Exemple 12. Lensemble H = {f e ¢°([0,1]) | / f= 0} est un hyperplan de °([0,1]) : en effet, H est le
0

1
noyau de la forme linéaire ¢ : °( [0,1]) — R définie par ¢(f) = / f. On vérifie facilement que ¢ est non
0

nulle.

Théoréme 30.21 |

Soit H; et H, deux hyperplans de E. On pose ¢; et ¢, des formes linéaires non nulles telles que H; = Ker ¢,
et H, = Ker ¢». On a H; = H; si et seulement si ¢; et ¢, sont colinéaires.

Comme @, et @, sont non nulles, ¢; et ¢, sont colinéaires si et seulement si ¢; = @, avec o € K, si et seulement
si @ = B@; avec B € K (de plus les scalaires a et  peuvent méme étre supposés non nuls).

Théoreme 30.22 — Caractérisation des hyperplans

Soit H un s.e.v. de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. H estun hyperplan de E.

2. Tl existe un vecteur u € E non nul tel que E = H @ Vect(u).

Comme u # Og, 'ensemble Vect(u) est une droite vectorielle. En d’autres termes, un hyperplan est un s.e.v. dont
il “manque” juste une dimension pour étre égal a E tout entier.

Remarque. La preuve ci-dessous montre notamment qu’on peut prendre pour u tout vecteur qui n’est pas dans
H, ou encore tout vecteur tel que ¢ (u) # 0.
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Démonstration. On ne montrera que le sens direct.

Exemple 13. Soit a € K. Montrer que H = {P € K[X] | P'(&t) =0} est un hyperplan de E et déterminer une
droite vectorielle supplémentaire.

3.4 Hyperplan (dimension finie)

Théoréme 30.23 |

On suppose E de dimension finie n € N*. Alors H est un hyperplan de E si et seulement si dimH = n — 1.

Démonstration.
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Théoréme 30.24 - Equation d’un hyperplan en dimension finie

Soit (ey,- -+ ,e,) une base de E, et pour tout vecteur u de E, on écrit sa décomposition sur labase (ey, - - - ,e,)
comme étant u = xje; + ...+ x,e,. Pour tout hyperplan H de E, il existe A, - - - , A4, € K non tous nuls tels
que I'équation de H soit de la forme

AMxi+...+Ax, =0

Démonstration.
O
Remarque. Ainsi, H est un hyperplan si et seulement s'il existe A, - - , 4, € K non tous nuls tels que
H={x€E| A xi+...+ Ax, =0}
ouxy,---,x, désignent les coordonnées de x dans une base donnée de E.

Exemple 14. Les ensembles suivants sont des hyperplans de R" et en particulier sont de dimensionn — 1 :
H={(x1,,x) ER"|x;+...+x, =0}
H ={(x1,"+ %) €ER" | x; —2x2+3x3 —... + (—1)"x, = 0}

Exemple 15. Soit P = a,X" + ...+ a;X + ap un polynéome de K, [X ] . Alors les coordonnées de P selon la base
canonique de K, [X] sont (ag, a1, ,a,). Ainsi, si H est un hyperplan de K, [X], il existe Ao, -+ , 4, € K tels que

H_{iakaeKn[X]

k=0

A,an—l-...—i—lnan—()}

Remarque. L'équation d’'un hyperplan dépend techniquement de la base (ej,--- ,e,) de E choisie. Mais on
prend en général la base canonique usuelle.

Le Théoréme suivant affirme que I'équation d’'un hyperplan n’est pas unique : plus spécifiquement elle est
unique a constante multiplicative pres.

| Théoréeme 30.25 |

On suppose E de dimension finien > 1.
Soit (A1, -+, A,) et (A{,---,A,) deux n-uplets de K" non égaux a Ox». Les hyperplans d’équations respec-
tives (en considérant la méme base de E)

Z Aix;i=0 et i li/x,- =0
j i=1

sont confondus si et seulement si les n-uplets (1, ,,) et ({,--- , A) sont colinéaires.
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Démonstration.

n n
Soit H un hyperplan d’équation Z Aix; = 0. On peut trouver une et de méme I’hyperplan H' d’équation Z Alx; = 0 peut étre mis
i=1 i=1
forme linéaire ¢ telle que @(e;) = Ay, -+, @(e4) = Ay, auquel cas  sous la forme H' = Kery avec A{ = y(ey), .-+, A, = y(e,). Or,
H = H' si et seulement si ¢ et y sont colinéaires. D’ot1 le résultat.
H= {x €eE

| Théoréme 30.26 |

il,—.x,-O} ={x€E|p(x)=0}=Kerop

i=1

On suppose E de dimension finie n > 2. Soit H; et H, deux hyperplans de E. Alors

n—1 SiHl =H2

dim(H) NH,) =
(E1NH) {n—Z si Hy # Hy

Plus généralement, sim € N* et H,- - - , H,, sont des hyperplans de E, alors

dim(HiNHyN...NHy) >n—m

Il n'y a pas toujours égalité, il se peut que l'intersection de m hyperplans (méme distincts) n’abaisse pas de m le
degré :

Théoreme 30.27 |

On suppose E de dimension finie n € N*. Soit F un s.e.v. de E de dimension m < n. Alors en posant
g =n—m > 1, il existe g hyperplans Hy,--- ,H, de E tels que

q
F=()H
k=1

Exemple 16. Toute droite vectorielle de R* peut se représenter par I'intersection de deux (hyper)plans vectoriels
de R? (non confondus).

Exemple 17. Quand on transforme le s.e.v. D = Vect((1,2,3)) sous la forme d’'une équation par la méthode du
pivot (cf Chapitre 26), on trouve

(x,y,z) € Vect((1,2,3))ssi JaeR  (x,y,2) = (a,2¢,3x)
oa=x
ssi le systeme suivant admet une solution: ¢ 2a =y
3oe=z

ssi (...) ssi y=2xetz=3x
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y=2x
z=73x

La droite D peut donc s’écrire comme l'intersection d'un hyperplan d’équation y = 2x et d'un autre d’équation
z=73x.

Ainsi,

D =Vect((1,2,3)) = {(x,y,z) eR

4 Méthodes pour les exercices

]

Méthode

Pour déterminer si une application f est un projecteur ou une symétrie, on vérifie qu’elle est linéaire et
on calcule fo f.

| Méthode |

Pour déterminer les éléments caractéristiques F et G d'un projecteur p ou d’'une symétrie s, on utilise les

“z

formes “équations” de F et de G.

| Méthode |

Pour déterminer ’expression d'un projecteur ou d'une symétrie en connaissant F et G, il faut déterminer
la décomposition d'un vecteur u quelconque de E en ur +ug avec ur € F etug € G.
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